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Lecture 9 Topics

❖Assignment Problem

❖Balanced Assignment Problem

❖Unbalanced Assignment Problem

❖  Optimal Solution



Assignment Problem

The Hungarian Method

• It is algorithm to solve assignment problem.

- Balanced assignment problem: no. of tasks = no. of machines.

- Depend on the cost matrix only.

- Apply on assignment problem from type : Min Z.



Assignment Problem

The Hungarian Method

      Let the cost matrix for assignment as follows

→ p1

→ p2

→ p3

→ p4

Step 1: For each row k determine the smallest element, let it be pk

pkوهو   نحدد أصغر عنصرkلكل صف : 1خطوه 

pk = min {ckj : j = 1,2,3…,n}

c11 c12 c13 c14

c21 c22 c23 c24

c31 c32 c33 c34

c41 c42 c43 c44



Assignment Problem

The Hungarian Method

.من كل عنصر في الصف لتنتج المصفوفة الجديدةpkاطرح العنصر الأصغر kلكل صف : 2خطوه 



Assignment Problem

The Hungarian Method

لتكن المصفوفة الناتجة: 2خطوه 

qkحدد العنصر الأصغر وليكن kلكل عمود : 3خطوه 

qk = min {dik : i = 1,2,3…,n}

d11 d12 d13 d14

d21 d22 d23 d24

d31 d32 d33 d34

d41 d42 d43 d44

↓ ↓ ↓ ↓

q1 q2 q3 q4



Assignment Problem

The Hungarian Method

من كل عنصر في العمود لتنتج المصفوفة الجديدة qkاطرح العنصر الأصغر kلكل عمود : 4خطوه 

d11 – q1 d12 – q2 d13 – q3 d14 – q4

d21 – q1 d22 – q2 d23 – q3 d24 – q4

d31 – q1 d32 – q2 d33 – q3 d34 – q4

d41 – q1 d42 – q2 d43 – q3 d44 – q4



Assignment Problem

The Hungarian Method

.اوجد اقل عدد ممكن من الخطوط الأفقية او العمودية لتغطيه جميع الأصفار في المصفوفة: 5خطوه 

(   او الأعمدة)عدد الصفوف = إذا كن عدد الخطوط الأفقية والعمودية : 6خطوه 

(او الأعمدة)عدد الصفوف  <إذا كن عدد الخطوط الأفقية والعمودية : 7خطوه    

hحدد اقل عنصر من العناصر الغير مغطاة بخط افقي او عمودي وليكن •

             h = min { dij-qj : cell (i,j) is not covered}

hاطرح من جميع العناصر الغير المغطاة العدد •

 (خط أفقي وخط عمودي)الى جميع العناصر المغطاة بخطين hاضف القيمة •

5انتقل لخطوه : 8خطوه 

(توقف)الحل الأمثل

Step 6: when number of vertical and horizontal lines = number of rows (or columns) Optimal solution

Step 5: Cover all zeros with a minimum number of lines

عنقاط التقاط



م

Assignment Problem

The Hungarian Method

تحديد الحل الأمثل

في المصفوفة النهائية 

ركز على عدد الخلايا الصفرية المنفردة: أولا

jو عمود iثم احذف صف xij* = 1واجعل  (i,j)ولتكن خليه ( إن وجد)العمود وحدد الخلية الصفرية المنفردة في الصف . 1

jو عمود iثم احذف صف xij* = 1واجعل  (i,j)ولتكن خليه ( إن وجد)فقط حدد الخلية الصفرية المنفردة في الصف . 2

jو عمود iثم احذف صف xij* = 1واجعل  (i,j)ولتكن خليه ( إن وجد)فقط حدد الخلية الصفرية المنفردة في العمود . 3



م

Assignment Problem

The Hungarian Method

تحديد الحل الأمثل

في المصفوفة النهائية 

ركز على عدد الخلايا الصفرية في الصف: ثانيا

 (k,j)ولتكن خليه kواختر الخلية الصفرية ذات اقل تكلفه في الصف kاختر الصف ذو اقل خلايا صفريه وليكن صف . 1

jو عمود kثم احذف صف  xkj* = 1واجعل 

.على الأعمدة( 1)اذا تساوت الصفوف في عدد الخلايا الصفرية طبق الطريقة في . 2



Assignment Problem

Problem 1

Program A Program B Program C Program D Program E

Programmer-1 160 130 175 150 200

Programmer-2 135 120 130 160 175

Programmer-3 140 110 115 170 185

Programmer-4 50 50 80 80 110

Programmer-5 55 35 70 80 105

Problem 1:



160 130 175 190 200

135 120 130 160 175

140 110 155 170 185

50 50 80 80 110

55 35 70 80 105

حدد العنصر الأصغر في كل صف

→ p1 = 130

→ p2 = 120

→ p3 = 110

→ p4 = 50

→ p5 = 35

Assignment Problem

Problem 1



30 0 45 60 70

15 0 10 40 55

30 0 45 60 75

0 0 30 30 60

20 0 35 45 70

Assignment Problem

Problem 1

فكون المصفوفة الناتجة من طرح كل عنصر في المصفوفة من العنصر الأصغر في كل ص



30 0 45 60 70

15 0 10 40 55

30 0 45 60 75

0 0 30 30 60

20 0 35 45 70

↓

q1

↓

q2

↓

q3

↓

q4

↓

q5

0 0 10 30 55

حدد العنصر الأصغر في كل عمود

Assignment Problem

Problem 1



ودكون المصفوفة الناتجة من طرح كل عنصر في المصفوفة من العنصر الأصغر في كل عم

30 0 35 30 15

15 0 0 10 0

30 0 35 30 20

0 0 20 0 5

20 0 25 15 15

Assignment Problem

Problem 1



30 0 35 30 15

15 0 0 10 0

30 0 35 30 20

0 0 20 0 5

20 0 25 15 15

Assignment Problem

Problem 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



30 0 35 30 15

15 0 0 10 0

30 0 35 30 20

0 0 20 0 5

20 0 25 15 15

Assignment Problem

Problem 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



30 0 35 30 15

15 0 0 10 0

30 0 35 30 20

0 0 20 0 5

20 0 25 15 15

Assignment Problem

Problem 1

أقل من عدد الصفوف او الأعمدة عدد الخطوط

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



30 0 35 30 15

15 0 0 10 0

30 0 35 30 20

0 0 20 0 5

20 0 25 15 15

Assignment Problem

Problem 1

اطرح العنصر الأصغر من العناصر الغير مغطاه 

(نقاط التقاطع)بخطين المغطاهاضف العنصر الأصغر على العناصر 

أقل من عدد الصفوف او الأعمدة عدد الخطوط



30-15 0 35-15 30-15 15-15

15 0+15 0 10 0

30-15 0 35-15 30-15 20-15

0 0+15 20 0 5

20-15 0 25-15 15-15 15-15

اطرح العنصر الأصغر من العناصر الغير مغطاه 

(نقاط التقاطع)بخطين المغطاهاضف العنصر الأصغر على العناصر 

Assignment Problem

Problem 1



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

من عدد الصفوف او الأعمدة= عدد الخطوط 

الحل الأمثل



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

من عدد الصفوف او الأعمدة= عدد الخطوط 

الحل الأمثل



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

x32* = 1 



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

x32* = 1 



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

x32* = 1 x15* = 1 



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

x32* = 1 x15* = 1 



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

x32* = 1 x15* = 1 x23* = 1 



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

x32* = 1 x15* = 1 x23* = 1 x54* = 1 



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

x32* = 1 x15* = 1 x23* = 1 x54* = 1 x41* = 1 



15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

Assignment Problem

Problem 1

x32* = 1 x15* = 1 x23* = 1 x54* = 1 x41* = 1 



Program A Program B Program C Program D Program E

Programmer 1 160 130 175 150 200
Programmer 2 135 120 130 160 175
Programmer 3 140 110 115 170 185
Programmer 4 50 50 80 80 110
Programmer 5 55 35 70 80 105

Total cost of time = 200 + 130 + 110 + 50 + 80 = 570

Programmer 1 is assigned to Program E

Programmer 2 is assigned to Program C

Programmer 3 is assigned to Program B

Programmer 4 is assigned to Program A

Programmer 5 is assigned to Program D

Assignment Problem

Problem 1

15 0 20 15 0

15 15 0 10 0

15 0 20 15 5

0 15 20 0 5

5 0 10 0 0

x32* = 1 x15* = 1 x23* = 1 x54* = 1 x41* = 1 



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

Problem 2:

أربعالشركةهذهتمتلك(Proj-1,proj-2,proj-3,proj-4,proj-5)مشاريعخمستنفيذإليهااسندعقاريتطويرشركه

 ,Team-1, Team-2 )الترتيبعلىوهي العمالواعدادوالإمكاناتبالمعداتبينهمافيماتتفاوتمختلقهانشاءفرق

Team-3, Team-4)تاليالالجدولفيموضحهوماحسبالمشاريعمنأيلإنجاز(بالأشهر)وقتفريقكليستغرق.

رعهسانغيرالوقتنفسفيمشروعينعلىالفريقهذايعملانويمكنللتجهيزفريقاقوىهوTeam-3ويعتبر

.واحدمشروعإنجازعلىالفريقعملتركزلوفيماسرعتهنصفالىستنقصالفريقلهذاالإنجاز

Proj-1 Proj-2 Proj-3 Proj-4 Proj-5

Team-1 12 6 11 24 6

Team-2 15 9 13 17 5

Team-3 10 5 6 9 3

Team-4 13 12 9 20 4



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

التطويرفرقعدد>المشاريععدد➢

متوازنةغيرالإسنادمشكله➢

مشروعينإنجازعلىيعملانTeam-3فريقعلىيجب➢

:بحثفريقينمنمكونTeam-3فريقليكن➢

▪Team-31:الأولالمشروعيعملالذيالفريق

▪ Team-32:الثانيالمشروعيعملالذيالفريق

Team-3لإنجازمدةضعف=مشروعأيلإنجازTeam-32وTeam-31(بالأشهر)المدة•



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

Proj-1 Proj-2 Proj-3 Proj-4 Proj-5

Team-1 12 6 11 24 6

Team-2 15 9 13 17 5

Team-3 10 5 6 9 3

Team-4 13 12 9 20 4

Proj-1 Proj-2 Proj-3 Proj-4 Proj-5

Team-1 12 6 11 24 6

Team-2 15 9 13 17 5

Team-31 20 10 12 18 6

Team-32 20 10 12 18 6

Team-4 13 12 9 20 4



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

12 6 11 24 6

15 9 13 17 5

20 10 12 18 6

20 10 12 18 6

13 12 9 20 4

حدد العنصر الأصغر في كل صف

→ p1 = 6

→ p2 = 5

→ p3 = 6

→ p4 = 6

→ p5 = 4



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

6 0 5 18 0

10 4 8 12 0

14 4 6 12 0

14 4 6 12 0

9 8 5 16 0



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

6 0 5 18 0

10 4 8 12 0

14 4 6 12 0

14 4 6 12 0

9 8 5 16 0

↓

q1

↓

q2

↓

q3

↓

q4

↓

q5

6 0 5 12 0

حدد العنصر الأصغر في كل عمود



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0 6 0

4 4 3 0 0

8 4 1 0 0

8 4 1 0 0

3 8 0 4 0

ودكون المصفوفة الناتجة من طرح كل عنصر في المصفوفة من العنصر الأصغر في كل عم



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0 6 0

4 4 3 0 0

8 4 1 0 0

8 4 1 0 0

3 8 0 4 0

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0 6 0

4 4 3 0 0

8 4 1 0 0

8 4 1 0 0

3 8 0 4 0

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0 6 0

4 4 3 0 0

8 4 1 0 0

8 4 1 0 0

3 8 0 4 0

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0 6 0

4 4 3 0 0

8 4 1 0 0

8 4 1 0 0

3 8 0 4 0

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية

أقل من عدد الصفوف او الأعمدة عدد الخطوط



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0 6 0

4 4 3 0 0

8 4 1 0 0

8 4 1 0 0

3 8 0 4 0

أقل من عدد الصفوف او الأعمدة عدد الخطوط

اطرح العنصر الأصغر من العناصر الغير مغطاه 

(نقاط التقاطع)بخطين المغطاهاضف العنصر الأصغر على العناصر 



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0 6+1 0+1

4-1 4-1 3-1 0 0

8-1 4-1 1-1 0 0

8-1 4-1 1-1 0 0

3 8 0 4+1 0+1

اطرح العنصر الأصغر من العناصر الغير مغطاه 

(نقاط التقاطع)بخطين المغطاهاضف العنصر الأصغر على العناصر 



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0 7 1

3 3 2 0 0

7 3 0 0 0

7 3 0 0 0

3 8 0 5 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0 7 1

3 3 2 0 0

7 3 0 0 0

7 3 0 0 0

3 8 0 5 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0 7 1

3 3 2 0 0

7 3 0 0 0

7 3 0 0 0

3 8 0 5 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0 7 1

3 3 2 0 0

7 3 0 0 0

7 3 0 0 0

3 8 0 5 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0 7 1

3 3 2 0 0

7 3 0 0 0

7 3 0 0 0

3 8 0 5 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية

أقل من عدد الصفوف او الأعمدة عدد الخطوط



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0 7 1

3 3 2 0 0

7 3 0 0 0

7 3 0 0 0

3 8 0 5 1

أقل من عدد الصفوف او الأعمدة عدد الخطوط

اطرح العنصر الأصغر من العناصر الغير مغطاه 

(نقاط التقاطع)بخطين المغطاهاضف العنصر الأصغر على العناصر 



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 0+3 7+3 1+3

3-3 3-3 2 0 0

7-3 3-3 0 0 0

7-3 3-3 0 0 0

3-3 8-3 0 5 1

اطرح العنصر الأصغر من العناصر الغير مغطاه 

(نقاط التقاطع)بخطين المغطاهاضف العنصر الأصغر على العناصر 



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

تغطيه الخلايا الصفرية بأقل عدد من الخطوط الأفقية والعمودية



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

من عدد الصفوف او الأعمدة= عدد الخطوط 

الحل الأمثل



Unbalanced problem

Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

من عدد الصفوف او الأعمدة= عدد الخطوط 

الحل الأمثل



Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

12 6 11 24 6

15 9 13 17 5

20 10 12 18 6

20 10 12 18 6

13 12 9 20 4

الصف الأقل أصفار

المسألة الأصلية



Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

12 6 11 24 6

15 9 13 17 5

20 10 12 18 6

20 10 12 18 6

13 12 9 20 4

المسألة الأصلية

x12* = 1 

الصف الأقل أصفار



Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

12 6 11 24 6

15 9 13 17 5

20 10 12 18 6

20 10 12 18 6

13 12 9 20 4

المسألة الأصلية

x12* = 1 



Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

12 6 11 24 6

15 9 13 17 5

20 10 12 18 6

20 10 12 18 6

13 12 9 20 4

المسألة الأصلية

x12* = 1 x53* = 1 

الصف الأقل أصفار



Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

12 6 11 24 6

15 9 13 17 5

20 10 12 18 6

20 10 12 18 6

13 12 9 20 4

المسألة الأصلية

x12* = 1 x53* = 1 

الصف الأقل أصفار



Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

12 6 11 24 6

15 9 13 17 5

20 10 12 18 6

20 10 12 18 6

13 12 9 20 4

العمود الأقل أصفار

المسألة الأصلية

x12* = 1 x53* = 1 



Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

12 6 11 24 6

15 9 13 17 5

20 10 12 18 6

20 10 12 18 6

13 12 9 20 4

المسألة الأصلية

x12* = 1 x53* = 1 x21* = 1 



Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

12 6 11 24 6

15 9 13 17 5

20 10 12 18 6

20 10 12 18 6

13 12 9 20 4

المسألة الأصلية

x12* = 1 x53* = 1 x21* = 1 

Team 3

x34* = 1 x45* = 1 



Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

12 6 11 24 6

15 9 13 17 5

20 10 12 18 6

20 10 12 18 6

13 12 9 20 4

المسألة الأصلية

x12* = 1 x53* = 1 x21* = 1 

Team 3

x34* = 1 x45* = 1 



Total cost of time = 6 + 15 + 18 + 6 + 9 = 54 Months

Team-1 is assigned to Proj-2

Team-2 is assigned to Proj-1

Team-3 is assigned to Proj-4

Team-3 is assigned to Proj-5

Team-4 is assigned to Proj-3

Assignment Problem

Problem 2

0 0 3 10 4

0 0 2 0 0

4 0 0 0 0

4 0 0 0 0

0 5 0 5 1

x12* = 1 x53* = 1 x21* = 1 x34* = 1 x45* = 1 

Proj-1 Proj-2 Proj-3 Proj-4 Proj-5

Team-1 12 6 11 24 6

Team-2 15 9 13 17 5

Team-31 20 10 12 18 6

Team-32 20 10 12 18 6

Team-4 13 12 9 20 4



Thank You
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